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1. ВВЕДЕНИЕ

Сорок лет назад в своей знаменитой книге (Kornai, 1980) Я. Корнаи указал на дефицит как глав-
ную характеристику социалистической экономики. В одной из последних своих книг (Kornai, 2013) 
Корнаи охарактеризовал (современную) капиталистическую экономику как экономику избытка, 
подчеркивая тем самым противоположность двух экономических систем. Можно было бы ожидать, 
что с крахом социалистической системы такие понятия, как «дефицит», «рационирование» и «кво-
ты», исчезнут из экономического лексикона. Однако ситуация развивалась по-другому и конец 
истории Ф. Фукуямы оказался иллюзией. Возрастающее во многих странах неравенство в доходах 
и человеческом капитале, массовая иммиграция, бедность, безработица, неуверенность в будущем, 
социальная и политическая поляризация привели к необходимости государственного регулиро-
вания, которое осуществлялось в разных странах по-разному (продовольственные карточки, суб-
сидированное жилье для бедных, субсидии на образование, медицинскую помощь и транспорт). 
Показателем важности поисков новых форм государственного регулирования является растущая 
популярность концепции универсального базисного дохода (УБД), интенсивно обсуждающейся в по-
следние десятилетия в ряде стран (см., например, (Torry, 2022)). Относительно успешные экспе-
рименты с (ограниченным) введением УБД проводились и продолжают проводиться как в разви-
тых, так и в развивающихся странах; в поддержку УБД выступают многие знаменитости (включая 

Аннотация. В последнее время в различных странах усиливается государственное регулирова-
ние экономики. Ряд государств пытается воздействовать на цены в ключевых областях эконо-
мики, в частности путем продажи ресурсов по твердым ценам в пределах установленных квот, 
однако в реальной экономике не удается предотвратить перепродажу квотируемых товаров на 
свободном рынке. Исследование воздействия рационирования на рыночные цены является ак-
туальной и весьма сложной задачей. В настоящей статье предложена модель экономического 
равновесия, в которой часть товаров в пределах выделенных квот распределяется государством 
по фиксированным ценам, после чего все товары, включая выкупленные в пределах квот, по-
ступают на свободный рынок, на котором обмениваются уже по рыночным ценам. Параметра-
ми модели являются товарные запасы, начальные денежные средства участников, квоты и фик-
сированные цены. При определенных значениях параметров рассматриваемая модель в каче-
стве частных случаев содержит модель чистого обмена и модель с фиксированными доходами 
и, в некотором смысле, является их комбинацией. Основываясь на известных свойствах этих 
частных случаев и используя технику элементарной дифференциальной топологии, мы иссле-
дуем условия существования и свойства состояний равновесия в рассматриваемой модели. Рав-
новесие существует не для всех экономик. В зависимости от значений параметров в (достаточ-
но общей) экономике может существовать конечное (четное или нечетное) число равновесий. 
В важном частном случае, когда квотируются все товары, а суммарная стоимость выделенных 
квот совпадает с совокупными денежными средствами участников, равновесия образуют од-
номерное многообразие. Исследована сходимость обобщенного вальрасовского процесса ре-
гулирования цен (tâtonnement). Показано, что в нашей ситуации достижение баланса спроса 
и предложения может сопровождаться ростом цен (эндогенной инфляцией).
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нобелевских лауреатов по экономике), а некоторые популярные политические партии в разных 
частях света сделали УБД частью своих программ (Merrill, Neves, Lain, 2022).

Однако несмотря на возрастающее число проблем, с которыми приходится сталкиваться прави-
тельствам западных стран, до недавнего времени понятия дефицита, рационирования и квот мог-
ли быть применены лишь к небольшой части экономик этих стран. Ситуация изменилась с наше-
ствием коронавируса. Пандемия выявила неадекватность большинства систем здравоохранения, 
и эксперты до сих пор спорят о методах борьбы с эпидемией, использованных в большинстве раз-
витых стран. Пандемия нанесла тяжелый урон как бизнесу, так и потребителям, выросла безрабо-
тица, многие предприятия и офисы закрывались на карантин, нарушились логистические цепоч-
ки, международная торговля пришла в упадок. С целью смягчить эти проблемы богатые страны 
потратили триллионы «вертолетных» долларов на помощь бизнесу и прямые выплаты населению 
(что напоминает нам о мягких бюджетных ограничениях Корнаи). Все эти обстоятельства привели 
к нарушению поставок и дефициту, но говорить о сколько-нибудь широком распространении ра-
ционирования и квот оснований еще не было.

Ситуация усугубилась в 2022 г. с началом специальной военной операции на Украине и мас-
сивным введением санкций и ограничений. По словам главного экономиста ОЭСР А. С. Перей-
ры (Hannon, 2022), ущерб глобальной экономике от военных действий на Украине оценивается 
в 2,8 трлн долл., и эта оценка непрерывно возрастает. Результатом этой череды потрясений (разу- 
меется, в настоящее время мы можем рассматривать только промежуточный результат) явились 
частичная деглобализация, усиление тренда на деиндустриализацию ряда стран, непривычно вы-
сокий уровень инфляции, а также нехватка нефти, газа, бензина, электричества, минеральных 
удобрений, некоторых видов сельскохозяйственной продукции и многих других промышленных 
и потребительских товаров. В этих обстоятельствах, столкнувшись с общественным недовольством 
и опасаясь политических беспорядков, многие правительства ввели те или иные формы централи-
зованного распределения и потолков цен (или субсидированных цен) на дефицитные продукты.

Детали принятых мер варьируются от страны к стране, но общим является вмешательство центра 
в распределение ресурсов и ценообразование. Согласно (Checherita-Westphal, Freier, Muggenthaler, 2022) 
две трети расходов Европейского союза, выделенных на преодоление последствий украинского кризи-
са, направлены на решение проблем, связанных с энергетикой, и почти треть этих средств расходуется 
на субсидии. В разных европейских странах на разных условиях, иногда в пределах определенных квот, 
субсидируются цены на бензин, различные виды топлива для отопления, электроэнергию. Кроме того, 
в ряде стран практикуется ограничение и регулирование цен на некоторые пищевые продукты (напри-
мер, подсолнечное масло), определенные виды минеральных удобрений для фермеров и т. д., а также 
субсидированные цены на жилье и медикаменты (по поводу общих подходов ЕС к этой проблеме см. 
(EC, 2022)). Санкции и внешнеторговые ограничения приводят к дисбалансу на рынках подсанкцион-
ных стран и заставляют их частично возвращаться к экономике дефицита. Наконец, хорошо известно 
(хотя точные данные недоступны), что в условиях санкций и ограничений резко возросли теневые по-
ставки подсанкционных товаров, а также нелегальные поставки оружия посредникам по заниженным 
ценам с целью последующей перепродажи. Масштабы этих операций таковы, что ими уже нельзя пре-
небречь при анализе рынков соответствующих товаров.

В условиях преобладания рыночной экономики такие методы регулирования неизбежно при-
водят к тому, что экономические агенты начинают перепродавать продукты по рыночным ценам. 
Эта ситуация чем-то напоминает положение, сложившееся полвека назад в странах социалистиче-
ского лагеря, хотя, разумеется, причины возникновения и величина этого сектора экономики раз-
личны. Неудивительно, что первые попытки моделировать это явление были предприняты в СССР 
В. Л. Макаровым и его сотрудниками (Макаров и др., 1982, 1986). Модель, рассмотренная в этих 
работах, является очень общей, и даже существование равновесия доказано авторами при чрезмер-
но ограничительных предположениях. Существование равновесия для значительно более общего 
класса моделей было доказано в (Полтерович, 1990).

Поскольку мы в первую очередь интересуемся распределением товаров в смешанной эконо-
мике, мы рассматриваем вариант модели Макарова, в котором отсутствует производство. Мате-
матический аппарат, используемый в настоящей работе и ведущий происхождение из элементар-
ной дифференциальной топологии, был впервые введен в математическую экономику Ж. Дебре 
(Debreu, 1970) и развит в работах И. Баласко, Э. Диркера, А. Мас-Колелла и др. (подход, близкий 
к нашему, использовался в статьях (Balasko, 1975; Зак, 1981)). Для нас представляет интерес не толь-
ко структура множества равновесий, но и его поведение при вариации параметров, использовании 
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квот и фиксированных цен в качестве инструментов государственного управления, а также осо-
бая роль экономик, находящихся на гиперповерхности спроса, разбивающей все экономики на два 
класса с весьма различными свойствами (см. ниже).

Перейдем к описанию нашей модели. Имеется l продуктов и m экономических агентов с функциями 
спроса f p wi i( , ), i m=1, , , где p l� �  —  вектор цен, а wi —  денежные средства (полный доход) агента i.

Мы предполагаем, что функции спроса порождены строго монотонными строго вогнутыми трижды 
непрерывно диффренцируемыми функциями полезности ui, так что fi однородны степени ноль и, по 
теореме Дебре (Debreu, 1972), дважды непрерывно дифференцируемы, а агрегированная функция спро-
са f f

i

m

i=
=1∑  удовлетворяет условию желательности (Balasko, 1975) (см. разд. 2). Это означает, что если 

цены на некоторые из товаров стремятся к нулю, то спрос неограниченно возрастает.
Пусть �i � �

1
 —  начальный доход участника i и государство предлагает ему купить товары 

в пределах квоты xi

l
� �  по фиксированным ценам q

l
� � . Это означает, что если экономический 

агент i имеет желание и деньги, он может купить любое количество продукта j, не превышающее 
xi

j, по цене q j, j l=1, , . Отметим, что мы не исключаем важных случаев, когда xi
j = 0 (участнику i 

не выделена квота для покупки продукта j по фиксированной цене q j) и q j = 0 (такие товары, как 
жилье, медицинское обслуживание и т. д., которые —  до определенного уровня —  оплачиваются из 
социальных фондов, относятся к этой категории).

Пусть y l� �  —  вектор всех товаров в нашей экономике. Мы не предполагаем, что x y , по-
скольку на практике распределение квот нередко предшествует реальному производству или им-
порту продуктов, и если планы не будут выполнены, то государство не сможет выполнить своих 
обязательств по поставке некоторых товаров (т. е. x yj j>  для некоторых 1≤ ≤j l). Оставшиеся то-
вары (т. е. не выкупленные по твердым ценам) продаются на свободном рынке по ценам p l� � . 
Участники также могут перепродать на свободном рынке (по тем же ценам p) некоторые из това-
ров, ранее купленных ими у государства, по твердым ценам q.

Экономические агенты станут выкупать свои квоты на товар j если и только если рыночная 
цена этого товара выше, чем фиксированная, т. е. p qj j> . Поэтому для исследования состояний 
равновесия можно считать, что экономический агент i выходит на рынок с денежными средствами 
w p q xi i i= ( ) ,� � � � �� , i m=1, ,  (где � �a b,  обозначает скалярное произведение векторов a и b, а для 
r l∈  мы полагаем ( ) = { ,0}r rj j+ max , j l=1, , ), складывающимися из начального дохода αi и денег, 
вырученных от перепродажи на рынке продуктов, купленных у государства по фиксированным 
ценам q, при условии что они ниже рыночных цен p. Соответствующий совокупный спрос 
f p w w f p p q xm i

m

i i i( ; , , ) = , ( ) ,1 =1
 � � �� ��� ,  и цена p называется равновесной, если спрос равен пред-

ложению, т. е. f p w w ym( ; , , ) =1  .
Описанная модель включает в качестве частных случаев модель чистого обмена (когда 

x x y
i

m

i= =
=1∑ , �i iq x= , ,� �  i m=1, , ; см. предложение 2) и модель с фиксированными доходами 

(например, когда xi = 0, i m=1, ,  или x y  и цены q j, j l=1, ,  достаточно велики; см. предло-
жение 1) и получается комбинированием этих двух моделей (точнее говоря, обе эти модели вхо-
дят в непрерывное семейство экономик, рассматриваемых в настоящей статье). Благодаря этому, 
в частности, используя известные свойства модели чистого обмена, удается вывести неизвестные 
ранее свойства модели с фиксированными доходами (например, количество равновесных цен в об-
щей экономике с фиксированными доходами нечетно; см. следствие 4). Однако представляется 
более важным выявить свойства равновесий, специфические для данной модели.

В отличие от модели чистого обмена и модели с фиксированными доходами, в нашей моде-
ли равновесие существует не всегда. Действительно, из закона Вальраса нетрудно вывести, что 
�= , ( ) , ,� � � � � � � ��p q y p q y x  где x x

i

m

i=
=1∑ , � �=

=1i

m

i�  —  совокупный доход, ( ) = { , }p q p qj j j∧ min , 
j l=1, ,  (см. доказательство формулы (5) в предложении 1). Поэтому если, например, y x , 
�> � �q x, , то равновесия нет.

Чтобы решить проблему существования равновесия, мы рассматриваем гиперповерхность спроса Ω0 
(см. предложение 3) в пространстве параметров �={ =( , , , )}� �x y qi

j
i
j

i
j , i m=1, , , j l=1, , , заметае-

мую экономиками ω, для которых y f p x
i

m

i i= ( ,, )
=1∑ , когда цены p варьируются в +

l  (или, что эквива-
лентно, в единичном симплексе). Гиперповерхность Ω0 параметризует возможный совокупный спрос 
агентов, наделенных товарами в размере выделенных им квот (доходы αi и цены q j не участвуют в опре-
делении Ω0). Из теоремы Эрроу–Дебре следует, что Ω0 содержит все экономики, для которых x y= .
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Гиперповерхность Ω0 разбивает Ω на несколько связных областей, одна из которых, обознача-
емая ��, содержит подмножество { }x y≤ , в котором квотируется только часть имеющихся товаров, 
а другая, обозначаемая ��, содержит подмножество { }x y≥ , в котором имеющихся запасов недоста-
точно для обеспечения квот. При этом в окрестности экономики ω, для которой x y= , �i iq x= , ,� �  
i m=1, ,  (т. е. все товары рационируются, причем квоты устанавливаются в соответствии с дохо-
дами), а распределение { }xi  оптимально по Парето, Ω0 разбивает Ω в точности на эти две области 
�� и ��. Мы показываем, что для общей экономики �� ��  число равновесных цен нечетно, а для 
общей экономики �� ��  число равновесных цен четно (см. теорему 3). Отсюда, в частности, следу-
ет, что для всех экономик �� ��  (а значит, и для всех ω, для которых x y≤ ) равновесие существует. 
Как мы уже отмечали, из этого вытекает существование (и нечетность числа) равновесий в эконо-
мике чистого обмена (что впервые было доказано Э. Диркером) и экономике с фиксированными 
доходами (что, по-видимому, до сих пор не было известно).

Особый интерес представляет проблема существования равновесий для экономик ���0. В этом 
случае случае ответ зависит от цен q j и доходов αi. Казалось бы, что поскольку гиперповерхность Ω0 
имеет меру ноль, исследованием таких экономик можно было бы пренебречь. Однако случай y x=  
(полное рационирование) заслуживает специального рассмотрения. Возможная интерпретация это-
го случая —  полная централизация: государство выплачивает каждому участнику i фиксированную 
сумму αi (которую можно интерпретировать как базисный доход; αi может зависеть или не зависеть 
от участника) и распределяет весь запас продуктов y, выделяя участнику i квоту xi, x x y

i

m

i= =
=1∑ , 

в пределах которой он может покупать товары по ценам q. Затем участники обмениваются товарами, 
купленными в пределах квот, уже по рыночным ценам в соответствии со своими функциями спроса.

Возможна и другая интерпретация случая, когда y x= , �= ,� �q x . Пусть yi —  начальный запас 
продуктов экономического агента i. Государство обязывает его поставить экономическому агенту k 
определенный набор продуктов yik, k m=1, ,  по фиксированным ценам q (при условии, что агент k 
согласен купить эти продукты по заданным ценам). После этого участники выходят на свободный 
(или, в зависимости от точки зрения, теневой) рынок, на котором торгуют как остатками своих 
начальных запасов, так и продуктами, приобретенными в рамках гарантированных поставок, по 
рыночным ценам p. Нетрудно убедиться в том, что эта интерпретация эквивалентна предыдущей 
с �i iq y= ,� �, x y yi i i= � � , �y y yi k

m

ki ik= ( )
=1� � .

В случае когда y x= , равновесие существует если и только если � � � �q x, . При этом для почти 
всех экономик с �< � �q x,  число равновесий конечно (нечетно, см. теорему 2), а для почти всех эко-
номик с �= � �q x,  многообразие равновесных цен диффеоморфно объединению нечетного числа 
лучей (вдоль которых цены на все продукты стремятся к бесконечности) и конечного числа дуг 
(см. теорему 1).

При исследовании нашей модели естественно считать квоты xi
j, цены q j, а при некоторых интер-

претациях и доходы αi управляющими параметрами, используя которые государство осуществляет 
свою экономическую политику. Но какие цели преследует государство, и в чем преимущество управ-
ления квотами xi

j по сравнению с использованием финансовых инструментов αi и q j? Наиболее рас-
пространенные неприятные явления в теории экономического равновесия —  это множественные 
и неустойчивые состояния равновесия (в нашей модели все состояния равновесия в экономике ω 
могут быть устойчивыми, только если равновесие единственно). Поэтому естественно потребовать, 
чтобы, варьируя управляющие параметры, государство могло перевести экономику в состояние, для 
которого существует единственный равновесный вектор цен, устойчивый по отношению к вальра-
совскому процессу ценообразования (tâtonnement).

Следующий результат (см. теоремы 4 и 5) напоминает результаты статьи (Balasko, 1975), но в то 
время как в модели Баласко квоты xi просто выдаются участникам, в нашей модели им предлага-
ется выкупить квоты по фиксированным ценам q.

Пусть �� ��  —  экономика, близкая к экономике ω0, для которой распределение { ( )}0xk ω  —  опти-
мально по Парето, и пусть y x( ) = ( )0 0ω ω , � � � �k kq x( ) = ( ), ( )0 0 0� �, k m=1, , . Тогда при достаточно 
общих предположениях в экономике ω существует единственное равновесие, устойчивое по отношению 
к вальрасовскому процессу ценообразования.

Этот результат не является очевидным, поскольку в самой экономике ω0 и в некоторых близких 
к ней экономиках из Ω0 множество равновесных цен неограничено. Более того, равновесные цены 
в ω не ограничены: для подходящих доходов цены стремятся к бесконечности, когда � �� 0 (если 
( ) = ( )y x o q x� � � �� , , то неограниченность цен очевидна —  слишком высокие доходы ведут к инфляции). 
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Разумеется, для того чтобы привести экономику в состояние, описываемое в теореме 4, государство 
должно иметь некоторое представление о предпочтениях и доходах, но точного знания не требуется.

В теореме 6 мы исследуем проблему единственности и устойчивости равновесия для экономик �� ��  
и некоторых экономик из Ω0 в случае (разных вариантов) нормального спроса и валовой заменимости.

В то время как свойства экономик из �� трудно назвать неожиданными, ситуация в �� (в част-
ности в случае, когда квоты x превышают предложение y) необычна и представляет интерес. Пусть 
�� ��  —  экономика, близкая к оптимальной по Парето экономике ω0. В теореме 7 (см. также за-
мечание 11) мы показываем, что если доходы участников не слишком велики, то в экономике ω 
существуют два равновесных вектора цен: один «маленький» и устойчивый, а второй «большой» 
и неустойчивый (по отношению к вальрасовскому процессу ценообразования).

Как мы уже отмечали, множество равновесных цен в общей экономике ω, для которой x y=   
и � �q x, =�, является объединением нечетного числа лучей, вдоль которых цены на все товары стре-
мятся к бесконечности, и конечного числа дуг. Если распределение { }xi  близко к Парето-оптималь-
ному, то равновесный луч единственен, а если к тому же стоимости предписанных нетто-поставок по 
фиксированным ценам | , |� �q yk� , k m=1, ,  малы, то равновесные дуги отсутствуют (см. теорему 1).

Распределяя квоты, государство пытается перевести экономику в состояние, близкое к оптимально-
му по Парето, но результирующее равновесное распределение (также Парето-оптимальное) варьирует-
ся вдоль равновесного луча и может отклониться от запланированного распределения { }xk . Однако по 
мере того как равновесные цены неограниченно растут, соответствующее равновесное распределение 
стремится к равновесию в экономике чистого обмена с начальными запасами { }xk , которое (при наших 
предположениях) единственно и мало отличается от { }xk . Ясно, что при этом некоторые участники вы-
игрывают от возрастания цен вдоль равновесного луча, а другие проигрывают.

В теореме 8 мы показываем, что в нашей модели вальрасовский процесс ценообразования ло-
кально устойчив, если распределение { }xi  близко к Парето-оптимальному и либо все | , |� �q yi�  малы, 
либо начальный вектор цен p0 велик, и глобально стабилен, если избыточный спрос удовлетворяет 
условию валовой заменимости. Однако в то время как стандартный вальрасовский процесс устойчив 
к инфляции, поскольку, в силу закона Вальраса, d p t p t dt dp t dt p t� � � � �( ) ( ) / ( ) / ( ), = 2 , 0, в нашей ситуа-
ции можно надеяться на сходимость процесса, только если начальный вектор цен достаточно велик.

В то время как в модели чистого обмена естественно предположить, что ценообразующий орган 
беспристрастен, в нашей модели государство осуществляет активную распределительную полити-
ку, и правдоподобным выглядит предположение, что оно приписывает индивидуальным функци-
ям избыточного спроса некоторые веса. Это приводит к системе дифференциальных уравнений 
dp dt E p E p

i

m

i i/ ,= ( ) = ( )
=1� ��  где µi > 0, а E p f p p x q y xi i i i i( ) = ( , , , )� �� )  ( p q ) —  функция избы-

точного спроса участника i по завершении плановых поставок. Представляется разумным выбрать 
веса µi в зависимости от взаимных поставок, а именно вес нетто-потребителя (� �q yi, > 0� ) должен 
быть меньше, чем нетто-поставщика (� �q yi, < 0� ). В общей ситуации можно предположить, что веса 
µi монотонно убывают по мере возрастания стоимости поставок � �q yi,� .

При указанных выше условиях для функции E pµ( ) соотношение Вальраса не выполняется и на траек-
ториях нашего процесса ценообразования цены растут. В общем случае линейная система dp dt E p/ = ( )µ  
не имеет устойчивых решений в окрестности равновесных цен, но если распределение { }xi  близко к Па-
рето-оптимальному, а p —  достаточно большой равновесный вектор цен, то  E pµ( )  мало. В теореме 9 
мы показываем, что если все участники имеют нормальный спрос, удовлетворяющий условию вало-
вой заменимости, то описанный выше процесс ценообразования глобально устойчив, длина вектора 
p t( ) неограниченно возрастает, а нормализованный вектор цен сходится к решению системы уравнений 

i

m

i i i if p p x x
=1

( ( , , ) ) = 0� �� . Если распределение { }xi  близко к Парето-оптимальному или все веса близки 
к 1, то предельный нормализованный вектор цен близок к равновесному вектору цен в модели чисто-
го обмена с начальными запасами { }xi , который, в свою очередь, является пределом нормализованных 
векторов цен в нашей модели. Отличие от модели чистого обмена в том, что в последней индивидуальные 
функции избыточного спроса удовлетворяют закону Вальраса, и для взвешенной функции избыточного 
спроса d p t dt p t E p t ( ) = 2 02 / ( ), ( ( )) .� � ��  В нашей же модели разумный выбор весов приводит к «эн-
догенной инфляции», связанной с процессом ценообразования, темп которой зависит от весов и нет-
то-поставок по твердым ценам. Наш результат показывает, что при определенных условиях этот тип ин-
фляции может играть положительную роль, помогая (хотя бы приблизительно) сбалансировать рынок.
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2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ

В модели имеется m экономических агентов, между которыми распределяется имеющийся в на-
личии набор продуктов y l� � . Поведение экономического агента i определяется функцией спроса 
fi

l
l

:
1

  � � �� � , а именно при рыночных ценах p l� �  и доходах wi � �
1
 спрос составляет f p wi i( , ). 

Из экономических соображений естественно считать, что fi однородна степени ноль, т. е.
            f p w f p w i mi i i i( , ) = ( , ), , =1, ,1� � �� �    (1)

и удовлетворяет закону Вальраса
        p f p w w i mi i i, ( , ) = , =1, , ,   (2)

т.е. каждый экономический агент тратит весь доход на приобретение необходимых продуктов. Кро-
ме того, естественно считать, что

             f p i mi ( ,0) = 0, =1, , .   (3)
Мы будем предполагать, что функция совокупного спроса f p w w f p wm i

m

i i( , , , ) = ( , )1 =1
 ∑  удовлет-

воряет следующему условию.
Условие желательности (Balasko, 1975). Если p p p pn n

l j� � ��, , 0 для некоторого 1≤ ≤j l, 
lim , ( ) ,w w wn n i ni

m
� �

��0
1

 то  f p w wn n m n( ;( ) , ,( ) ) .1 � ��
Условие желательности означает, что если совокупный доход ограничен снизу положительной 

константой, то безудержное удешевление некоторых товаров ведет к неограниченному росту сово-
купного спроса. Условия такого рода неоднократно обсуждались в литературе (Balasko, 1975; Зак, 
1981) и представляются довольно реалистичными для больших экономик, допускающих многоце-
левое использование ресурсов.

Хотя эти требования можно было бы ослабить, мы будем предполагать, что функции спроса fi 
порождены строго монотонными строго вогнутыми трижды непрерывно дифференцируемыми 
функциями полезности ui

l
: 1 � � : f p w u xi i p x w ii

( , ) = ( )argmax
, ≤

. В этом случае функции fi удовлет-
воряют условиям (1)–(3) и дважды непрерывно дифференцируемы (Debreu, 1972).

В нашей модели экономический агент i располагает доходом �i � �
1
, и ему выделены квоты xi

l
� �  

для закупки по твердым («государственным» или субсидированным) ценам q
l

� � . Это означает, что —  
при желании и наличии денег —  он может купить по цене q j любое количество продукта j, не превос-
ходящее xi

j, j l=1, ,  (мы не исключаем из рассмотрения важные случаи xi
j = 0 (квоты не выделены)  

и q j = 0 (к этой категории относятся такие товары, как жилье, медицинское обслуживание и т. д., кото-
рые —  до определенного уровня —  оплачиваются из социальных фондов). Подчеркнем, что a priori мы 
не устанавливаем никаких ограничений на соотношение между вектором доступных товаров y и векто-
ром квотируемых товаров x x

i

m

i=
=1∑ , в то время как казалось бы естественным предположить, что x y .  

Дело в том, что на практике распределение квот нередко предшествует реальному производству или 
импорту продуктов, и если планы не будут выполнены, то государство не сможет выполнить свои обя-
зательства по поставке некоторых товаров (т. е. x yj j>  для некоторых j, 1≤ ≤j l).

Оставшиеся товары (т. е. не выкупленные по ценам q) продаются на свободном рынке по ценам 
p l� � . Участники также могут перепродать по рыночным ценам p некоторые из товаров, ранее ку-
пленных ими у государства по твердым ценам q.

Экономические агенты станут выкупать свои квоты на товар j, если и только если рыночная 
цена этого товара выше, чем фиксированная, т. е. p qj j> . Поэтому для исследования состояний 
равновесия можно считать, что экономический агент i  выходит на рынок с денежными средствами 
w p q xi i i= ( ) ,� � � � �� , i m=1, ,  (где для r l∈  мы полагаем ( ) = { ,0}r rj j+ max , j l=1, , ), складываю-
щимися из начального дохода αi и денег, вырученных от перепродажи на рынке продуктов, куплен-
ных у государства по фиксированным ценам q при условии, что они ниже рыночных цен p. Соот-
ветствующий совокупный спрос равен f p w w f p p q xm i

m

i i i( , , , ) = , ( ) ,1 =1
 � � � �( )� � � , а цена p называ-

ется равновесной, если спрос равен предложению, т. е.

          f p w w f p p q x ym
i

m

i i i( , , , ) = , ( ) , = .1
=1

 � � �� ���   (4)
Отметим, что здесь мы не касаемся механизмов краткосрочного кредитования, позволяющих эко-
номическим агентам выкупать свои квоты, даже если у них не хватает денег,  —  важно, что в резуль-
тате функционирования рынка при равновесных ценах их задолженности погашаются.
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2.1. Частные случаи
Описанная модель включает в качестве частных случаев модели равновесия в экономике с фик-

сированными доходами и в экономике чистого обмена. В частности, модель с фиксированными 
доходами αi получается, если xi = 0, i m=1, ,  (квоты не выделены). Однако на самом деле эконо-
мики с фиксированными доходами встречаются в нашей модели гораздо чаще.

Предложение 1.
А. Предположим, что x x y

i

m

i=
=1∑  , а твердые цены q j настолько велики, что q yj j

i

m

i> =
=1

� �� , 
j l=1, , . Тогда равновесные цены в нашей модели такие же, как в модели с распределяемыми ресур-
сами y и фиксированными доходами αi, i m=1, , . В частности, если фиксированные цены достаточно 
высоки, то в экономике обязательно существует равновесие (см. следствие 4).

Б. Для произвольных y > 0, �i � 0, xi ≥ 0, i m=1, ,  существует вектор цен q  такой, что при q q>  
множество равновесных цен p в нашей модели c товарными запасами y, доходами αi, квотами xi и фик-
сированными ценами q, удовлетворяющих условию p q< , совпадает с множеством равновесных цен 
в модели с распределяемыми ресурсами y и фиксированными доходами αi, i m=1, , .

Д о к а з а т е л ь с т в о.
А. Суммируя (2) с учетом (4), получаем следующий закон Вальраса для нашей модели:
      �= , ( ) , ,p q y p q y x� � � ��   (5)

где p —  произвольная равновесная цена, а «∧» обозначает минимум. В условиях предложения q p> , 
поскольку если бы было p qj j≥ , то из (5) вытекало бы, что � � q yj j. Поэтому условие равновесия (4) 
переписывается в виде

      f p f p ym
i

m

i i( , , , ) = ( , ) = ,1
=1

� � � �   (6)

т.е. всякая равновесная цена в нашей модели является равновесной ценой в модели с фиксирован-
ными доходами. Обратно, если p удовлетворяет (6), то из (2) следует, что �= ,� �p y , так что p yj j <α 
и p y qj j j< <α / , j l=1, , , т. е. p удовлетворяет (4) и является равновесием в нашей модели. ■

Б. Пусть P l� �  —  множество равновесных цен в описанной в Б) модели с фиксированными до-
ходами. Из условия желательности следует, что P компактно и существует вектор q  такой, что p q<  
для всякого p P∈ . Поскольку участники станут выкупать свои квоты на товар j, если и только если 
p q qj j j> > , для всякого p P∈  выполнено неравенство p q<  (т. е. p qj j<  для всех j, 1≤ ≤j m). Наше 
утверждение теперь немедленно вытекает из условия равновесия (4). ■

Замечание 1. Предложение 1 показывает, что экономики с фиксированными доходами встре-
чаются в нашей модели достаточно часто (из параметризации, введенной в следующем разделе, 
следует, что они образуют открытое подмножество в пространстве всех экономик), и из свойств 
нашей модели мы можем выводить неизвестные ранее свойства модели с фиксированными дохо-
дами (см. разд. 4, следствие 4).

Замечание 2. Согласно следствию 4 для общей экономики с фиксированными доходами число 
равновесных цен нечетно. С другой стороны, теорема 3 показывает, что при x y>  число равнове-
сий в общей экономике четно. Поэтому в условиях предложения 1 Б для общей экономики суще-
ствует равновесный вектор цен p, для которого p q< .

Замечание 3. Рассуждение из доказательства предложения 1 Б доказывает и следующий более общий 
факт. Пусть J j jr={ , , }1   — произвольное подмножество товаров. Для произвольных y > 0, �i � 0, xi ≥ 0, 
i m=1, ,  существуют цены q qj jr1 , ,  такие, что если q qj j>  при всех j J∈ , то множество равновесных 
цен p в нашей модели c товарными запасами y, доходами αi, квотами xi и фиксированными ценами q, 
удовлетворяющими условию p qj j<  при j J∈ , не зависит от квот на товары из J  (в частности, при из-
учении таких равновесных цен можно считать, что товары из J  не рационируются).

Наш подход к исследованию описанной выше модели основан на том, что она включает в ка-
честве частного случая хорошо исследованные модели чистого обмена.

Предложение 2. Предположим, что x y= , и пусть �i iq x= � �, , i m=1, , . Тогда равновесные цены 
в нашей модели имеют вид λp, где p произвольная (нормированная) равновесная цена в экономике чи-
стого обмена с начальными запасами xi, а �� �1  таково, что �p q� .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (4) вытекает, что указанные в формулировке предложения цены 
являются равновесными. Обратно, если p равновесная цена в нашей модели, то из условия 
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предложения и закона Вальраса (5) вытекает, что p q q∧ = , т. е. p q≥ . Но тогда из (4) и условия пред-
ложения вытекает, что p равновесная цена в модели чистого обмена. ■

Замечание 4. В отличие от экономик с фиксированными доходами экономики чистого обме-
на встречаются в нашей модели редко (образуют замкнутое подмножество меньшей размерности 
в пространстве параметров Ω, подробно рассматриваемом в следующем разделе), а множество рав-
новесных цен в них по меньшей мере одномерно (выдерживает умножение на произвольное ве-
щественное число t ≥1).

3. СООТВЕТСТВИЕ ВАЛЬРАСА

Состояние экономики в нашей модели определяется lm l m+ +2  параметрами, а именно квота-
ми xi

j, установленными государством ценами q j, доходами участников αi и ресурсами y j, 1≤ ≤i m,  
1≤ ≤j l . Таким образом, экономика задается точкой ω в многообразии (с границей) �� �

� �


lm l m2
, 

� �=( , , , )x q yi
j j

i
j , xi

j ≥ 0, q j ≥ 0, �i � 0, y j > 0, 1≤ ≤i m, 1≤ ≤j l . Изучение состояний равновесия сво-
дится к исследованию многообразия (с границей)

W p f p p q x yl

i

m

i i i= ( , ) , ( ) , = 0 ,
=1

� �� � � �� � ��
�
�

�
�
�

�
��� 

называемого многообразием Вальраса. Обозначим через � :W �� проектирование W l� � ��   в пер-
вый сомножитель. Тогда точки слоя � ��1( ) взаимно однозначно соответствуют равновесным ценам 
в экономике ω. Важную роль в исследовании нашей модели играет описание точек, в которых ото-
бражение π является собственным (т. е. прообраз компакта компакт).

Лемма 1. Пусть ��� —  экономика, для которой � �= > 0
=1i

m

i� . Тогда в некоторой окрестности U  
точки ω в Ω равновесные цены отделены от нуля, т. е. существует константа C > 0 такая, что при 
��� U  для всякого равновесного вектора цен p в ��  выполнено неравенство p Cj > , j l=1,..., .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда существуют последовательность эко-
номик � �n �  и последовательность равновесных цен pn в ωn такие, что pn

j → 0 для некоторого 
1≤ ≤j l. Но из условия желательности вытекает, что в этом случае  f pn n( , )� �� вопреки тому, что 
f p yn n( , )� �  (здесь и далее f p f p p q x

i

m

i i i( , ) = , ( ) ,
=1

� �� � �� �� ). ■
Замечание 5. Отметим, что в граничных точках Ω, исключенных нами из рассмотрения, равно-

весных цен, как правило, не существует. Так, если α= 0, закон Вальраса (5) показывает, что при 
x y  (квотируется только часть имеющихся продуктов) обязательно x y=  и q = 0, и при этом наша 
модель сводится к модели чистого обмена с ненормированными ценами.

Лемма 2. Пусть � �, n ��, � �n � , и пусть pn —  последовательность равновесных цен в ωn такая, 
что, для некоторого j, 1≤ ≤j l, pn

j ��. Тогда p O pr s= ( ) для всех 1 ,≤ ≤r s l, т. е. существуют констан-
ты 0 < , <1

,
2

,c cr s r s ∞ такие, что c p p cr s
n
r

n
s r s

1
,

2
,< </ , и в частности pn

r �� для всех 1≤ ≤r l.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Переходя к подпоследовательности, можно 

считать, что pn
s ��, p pn

r
n
s/ → 0. Тогда из (1) следует, что

f p f
p
p p

p q
p

xn n
i

m

i
n

n
s

i n

n
s

n n

n
s i n( , ) = ,

( ) ( )
,( ) ,

=1
�

�
� �

��

�
��

�

�
��

�

причем ( ) 0�i n n
sp/ � , p pn

r
n
s/ → 0. Из условия желательности следует, что

w
p

p q
p

xn
n

n
s

n n

n
s n=

( )
, 0

�
�

�
�

�

.

Однако закон Вальраса (5) дает

w
p

p q
p

x
p
p

y yn
n

n
s

n n

n
s n

n

n
s n n

s=
( )

, = , .
�

�
�

�
�

Поскольку y yn
s s→ > 0, получаем противоречие. ■

Следствие 1. Пусть W W p MM
j

l

j
j= =

=1
�� �� � , где 0 � � j, � �= > 0

=1j

l

j� , M > 0, т. е. цены нормиро-
ваны произвольным линейным (хотя это несущественно) способом. Тогда � �M

W M
MW= :

|
�� — 

собственное отображение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2 вытекает, что в прообразе любого компакта из Ω равно-
весные цены ограничены. Остается проверить, что они отделены от нуля. В случае когда limαn > 0,  
это сделано в лемме 1. Если же �n � 0, pn

j → 0, то из условия желательности вытекает, что 
w p q xn n n n= ( ) , 0� � � �� . Закон Вальраса (5) показывает, что � � � � � � ��p y p q xn n n n n n, = ( ) , 0� . Но 
y yn → > 0, и следовательно pn → 0 вопреки условию нормировки 

j

l

j
jp M

=1
=� � . ■

Предложение 3. Существует гиперповерхность � �0 �  такая, что для экономики � �� �( )W �, для 
которой � �( ) 0� , отображение π является собственным в окрестности ω, если и только если ���0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что π не является собственным в окрестности ω. Со-
гласно леммам 1 и 2 можно считать, что существуют последовательность экономик � �n �  и после-
довательность равновесных цен pn в ωn такие, что pn

l ��, p p pn n
l l/ � � � . Поскольку, в очевидных 

обозначениях, 
i

m

i n i n n n i n nf p p q x y
=1

( ,( ) ) ,( ) =� �� � ��� , используя (1) и переходя к пределу, получаем

       
i

m

i if p p x y
=1

( , , ) = .∑   (7)

Из (3) и (7) следует, что ���0, где
      � �0 0= , � �� � �

m l
  (8)

причем +
m

 параметризует доходы αi, i m=1, , , +
l
 параметризует цены q j , j l=1, , , 

� � � � � � � ��0 1 1={( , , , ) | 0 < = ( , , , , , ) }.x x y y f p p x p x pm m
l

     Ясно, что ��0 открыто и всюду плотно 
в образе собственного отображения � :

1
 � �

�
�

lm l
, �( , , , ) =( , , , ( , , , , , )1 1 1x x p x x f p p x p xm m m  � � � � , где 

p l l� ��
�

� 1 , p p pl=( , , ,1)1 1


−  —  нормированный вектор цен. Из подсчета дифференциала отобра-
жения ϕ (см., например, (Зак, 1981, предложение 1.8)) немедленно вытекает, что ��0 (а, следователь-
но, и Ω0) —  гиперповерхность. Осталось проверить, что если � �� �( ) 0W � , то π не является соб-
ственным в окрестности ω. Действительно, пусть f p p x p x ym( , , , , , ) =1� � � � . Положим p npn = , q qn = ,  
y yn = , ( ) =α αi n i,

( ) =
(1 ) , 0

0, = 0
x

x x
xi n

in i i

i

� ��
�
�

��

� ;
;
  i m=1, , ,  где �

�
in

i i

i i

q x

n p x q x
=

,

, ,
.

�

�
.

Тогда � � � �n n m n n n
l

n m n n n
lx x q q y y=(( ) , ,( ) , , , ( ) , ,( ) , , , )1

1
1

1
   ,   � , pn ��, и при достаточно больших 

n цены pn равновесны в ωn, что и доказывает несобственность π. ■
Следствие 2. Ограничение отображения π на � �< ={ | ( ) 0, ( ) ( )}� � � � �� � � x y  и  � �> ={ | ( ) 0, ( ) ( )}� � � � �� � �x y 

� �> ={ | ( ) 0, ( ) ( )}� � � � �� � �x y  собственно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно проверить, что � � � �< 0 > 0= =� � � . Но при x y≤  (со-

ответственно x y≥ ) f p p x p x ym( , , , , , )1� � � � �  ни для какого p > 0, поскольку, очевидно, � � � �p x p y, < ,  
(соответственно � � � �p x p y, > , ). ■

Замечание 6. Из условия желательности вытекает, что гиперповерхность Ω0 разбивает Ω на не-
сколько связных областей, среди которых � �� � < и � �� � >. Заметим, что если ���0, x y( ) = ( )ω ω  
и распределение { ( )}xi ω  оптимально по Парето, то для малой окрестности U � � выполнено со-
отношение U U U U= 0� �� � , где U U0 0= �� , U U� ��= � , U U� ��= � . Действительно, в этом слу-
чае отображение ϕ, построенное при доказательстве предложения 3, является диффеоморфизмом 
в окрестности ω (Зак, 1981, предложения 1.8, 1.9), и из теоремы Жордана–Брауэра вытекает, что 
гиперповерхность �0 �U  разбивает U  на две компоненты, общей границей которых она является.

С экономической точки зрения особый интерес представляет случай, когда x y= , т.е. норми-
руется распределение всех имеющихся продуктов. В этом случае нам потребуется более тонкий 
анализ собственности π.

Следствие 3. Предположим, что � �( )> 0, x y( ) = ( )ω ω  (так что, в частности, ���0 ). Тог-
да при �< � �q x,  (соответственно �> � �q x, ) ограничение π на � � ��

�� � �= ={ | ( ) ( )}< � � �x y  
(соответственно � � ��

�� � �= ={ | ( ) ( )}> � � �x y )  —  собственно в окрестности ω. При этом 
� � � �( ) { | ( ) }W q x� � �� � � � �� �� � , . В частности, если � � � �� � �� � �

� �� � � �= = ={ | ( ) = ( )}x y ,  то 
� � �( ) { | }= =W q x� � �� � � �� � ,  и ограничение π на { | < }=

�� � �� �� q x,  собственно.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что �|��

 ( )�|��
 не является собственным в ω. Тогда из 

лемм 1 и 2 вытекает, что существуют последовательность экономик �n � ��  ( )�n � ��  и последова-
тельность равновесных векторов цен pn в ωn такие, что � �n � , 

i

m

i n i n n n i n nf p p q x y
=1

,( ) ( ) ,( ) =� � � �( )� � �  
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и pn
j ��, j l=1, , . Поэтому для достаточно больших n закон Вальраса (5) приобретает вид 

�n n n n n nq x p y x� � � � � �, ,= ,  откуда и вытекает первое утверждение следствия. Из (5) также следует, 
что если �� � �� �( )W � , то

            � � � � �p q y q y q x, , , . ■  (9)
Замечание 7. Из наших последующих результатов (см. теоремы 1 и 2 в разд. 4) вытекает, что до-

статочные условия в формулировке следствия 3 являются также необходимыми и что �< ( )� � W , 
� � �( ) ={ | , }= =W q x� �� �� � .

Одной из наших основных целей является исследование поведения равновесных цен при вариа- 
ции экономики ω. Введем координаты x q yi

j j
i

j, , ,α , 1≤ ≤i m, 1≤ ≤j l  в Ω и координаты x q pi
j j

i
j, , ,α , 

1≤ ≤i m, 1≤ ≤j l в W . В этих координатах отображение π задается формулой
 y f p p q x

i

m

i i i= , ( ) ,
=1� � �� ��� . 

Матрица Якоби π имеет вид

     d
J

lm l m

�=
*

0
,

id � ��

�
�

�

�
�   (10)

где id —  матрица тождественного преобразования; * —  матрица порядка ( )lm l m l� � � ; J  —  l l× -ма-
трица, для которой

            J
f p p q x

p

f p p q x

w
xjr

k

r
k
r

k k

j

k
r

k k

k
k=

, ( ) , , ( ) ,

=1
�

� � �� �
�

�
� � �� �

�

� �� �
jj

j�
�

�

�
�

�

�

�
�
,  (11)

� j

j j

j j

p q
p q

=
1, > ,
0, �
�
�
� .

В частности, если x y= , �k kq x= ,� �, k m=1, ,  и p q>  (из (5) вытекает, что при этих условиях всегда 
p q≥ ), то J p x x pm= ( , , , )1� ��  / , где �= ( , , , , , )1f p p x p x xm� � � � � , и если распределение { }xk  оптималь-
но по Парето, то матрица J  отрицательно полуопределена, rk J l= 1−  и Ker J p=  (где, как обыч-
но, rk J  и Ker J  обозначают соответственно ранг и ядро матрицы J, а равенство ( / )� �� p p = 0 не что 
иное, как формула Эйлера), см. (Зак, 1981, предложение 1.8).

Помимо исследования свойств отображения π, нам потребуется изучить свойства его ограни-
чения π= на подмногообразие W=

1
== ( )�� � . Пусть 1≤ ≤i m. В качестве координат в Ω= можно взять 

x q xk
j

k
j

i
j

i, , ,    α α, , а в качестве координат в W= —  x q w p q x pk
j

k
j

i i i
j, , , = ( ) , ,    � � � � � �� ,  1≤ ≤k m, k i≠ ,  

1≤ ≤j l . В этих координатах отображение π= является произведением проекции на отображение 
W l

=
1� �
� , задаваемое формулами

           x f p p q x f p w x w p qi
k i

k k k i i
k i

k i i= , ( ) , ( , ) , = ( ) ,
�

�

�

�� �� �� � � � � �� � �� xxi   (12)

(где во вторую формулу xi подставляется из первой). Дифференцируя (12), получаем матрицу Яко-
би π=, которая элементарными преобразованиями приводится к виду

             
id lm m

J

��

�
�

�

�
�

*
0

.  (13)

Таким образом, матрицы дифференциалов dπ= и dπ устроены по существу одинаково, и их 
свойства определяются свойствами матрицы J  (см. (11)).

4. РАВНОВЕСНЫЕ ЦЕНЫ И УСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССА ЦЕНООБРАЗОВАНИЯ

Начнем с исследования равновесий в случае когда квотируются все имеющиеся продукты, т. е. 
с изучения отображения �= = =:W �� . Как мы уже отмечали в следствии 3, из закона Вальраса следу-
ет, что � � �= = =( ) { | , }W q x� � � � �� ,  причем если � �=

=
=={ | = , }� �� � �q x , � �=

<
=={ | 0 < < , }� �� � �q x , то

           W W p q=
=

=
1

=
=

== ( ) = { }�� � ��   (14)
и � � �=

<
| =

< =
<

=
1

=
<

= =
=

=
<= : = ( ) =( )

W
W W W� �� �\  —  собственное отображение.

Теорема 1. �( ) ==
=

=
=W � , т. е. для всякой экономики ���=

= существует равновесная цена. При 
этом для почти всех экономик ���=

= множество состояний равновесия (или равновесных цен) � �=
1( )�  
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диффеоморфно объединению нечетного числа лучей (замкнутых при α> 0 и открытых при α= = 0q ), 
вдоль которых все компоненты равновесных цен p стремятся к бесконечности, и конечного числа дуг 
окружностей. Если вдобавок экономика ω близка к экономике ω0, для которой распределение { }xk  оп-
тимально по Парето, а �k kq x= ,� �, k m=1, , , то � ��1( ) —  диффеоморфно лучу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если α= 0, то q = 0 и модель сводится к модели чистого обмена, так что 
� �=

1 1( ) =�
��r rp , где { }pr  —  (нормированные) равновесные цены в модели чистого обмена. Предпо-

ложим поэтому, что α> 0. Обозначим через ∂W=
= границу W=

= в W=, так что
    � � �W p W p q p qj

l j j
=
=

=1 =
== {( , ) | , = }.�    (15)

Поскольку α> 0, из лемм 1 и 2 следует, что � �
| =

= =
=

=
=: { = 0}

�
� �

W
W � \  —  собственное отображение 

(сравни со следствием 1). Из (14) вытекает, что dim dim dim dim� � �W W=
=

= = =
== 1= 1=� �  и ∂W=

= 
является топологическим многообразием, причем гладкая структура W=

= индуцирует на ∂W=
= глад-

кую структуру вне подмножества 
� ��

�
b j r

j r

j j r rW p W p q p q=
=

, =1

1

=
== {( , ) | = , = }



� . 

Пусть � �� ��=
=

=
=( )\ nW  —  экономика, для которой распределение { }xk  оптимально по Парето. Из 

теории экономик чистого обмена (см., например, (Balasko, 1975)) известно, что � � ��
�

1 1( ) =( , ) p , 
где p —  нормированная равновесная цена. Следовательно, ( ) ( )

| =
=

1� �
�

�
W

 —  одна точка, и из подсчета 
якобиана dπ= в конце разд. 3 вытекает, что в окрестности ω отображение �

| =
=�W
 является диффео-

морфизмом. Из стандартных фактов о степени собственных отображений (см., например, (Рохлин, 
Фукс, 1977, гл. 4, § 6, № 5)) вытекает, что deg�

| =
= = 1

�
�

W
, а, следовательно, � �= =

=
=
=( ) = { = 0}�W � \  

и отображение �
| =

= =
=

=
=:

W
W ��  сюръективно. Из леммы Сарда (см., например, (Хирш, 1979, гл. 3, 

§ 1)) следует, что, для почти всех экономик ���=
=, � ��1( ) —  одномерное многообразие, край кото-

рого содержится в ∂bW=
=. Поскольку число точек края нашего одномерного многообразия нечетно, 

соответствующее утверждение теоремы вытекает из классификации одномерных многообразий 
(Милнор, Уоллес, 1972, Приложение). Наконец, если распределение { }xk  оптимально по Парето, 
�k kq x= ,� �, k m=1, , , а p0 —  минимальная равновесная цена в ω0, для которой p q0 ≥ , то, рассуждая 
как и выше и используя следствие 1, мы видим, что ограничение π на подмногообразие W=

=, зада-
ваемое уравнением p p1

0
1=λ , где λ>1 —  некоторый скаляр, является диффеоморфизмом в окрест-

ности ω0. Следовательно, для ���=
=, близких к ω0, � ��1( ) —  луч. ■

Перейдем к исследованию собственного отображения � �=
<

| =
< =

<
=
<= :

W
W �� . Ясно, что в W= име-

ем ∂ ∂W W=
<

=
==  (см. (15)).

Теорема 2. Отображение π=
< сюръективно, т. е. для всякой экономики ���=

< существует равновесная 
цена. Более того, deg�=

< = 1�  и почти для всех экономик ���=
< существует нечетное число состояний 

равновесия (и равновесных цен). Если экономика ���=
< близка к экономике �0 =

=�� , для которой рас-
пределение { }xk  оптимально по Парето, а �k kq x= ,� �, k m=1, , , то в ω  существует единственная 
равновесная цена.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что W=
< и Ω=

<  —  многообразия с границей размерно-
сти lm l m+ + , причем � �� �=

<
=
== { = 0}�  и в W= выполнено равенство ∂ ∂W W=

<
=
==  (см. (15)). 

Пусть � �0 =
=

=
=( )� �� \ bW  —  экономика, для которой распределение { }xk  оптимально по Парето  

и �k kq x= ,� �, k m=1, , . Из теоремы 1 вытекает, что в (единственном) прообразе ( , )0 0ω p  точки ω0  
в ∂W=

= отображение d p W( , ) | =
=0 0

( )� �
�

 является изоморфизмом. Дифференциал dπ=
< непрерывен 

в окрестности ( , )0 0ω p  в W=
<, и мы можем по непрерывности доопределить dπ=

< в ( , )0 0ω p . В частно-
сти, из (12) следует, что

      d
q q

p q
x
q

x
q xt t

i
t

i j

l
i
j

t
i
j

�
�=

<
0 0

=1
= , ,�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

� �
�

�
�
�

�
�

�
�
��   (16)

где t —  (единственный) товар, для которого p qt t
0 0= . Обозначим через ν (внешнюю) нормаль в точке 

ω0 к гиперповерхности Ω=
=, задающейся в Ω= уравнением q x, ��= 0. Тогда из (12) и (16) получаем

               � �, = , , = , ==
<

0 0 0 0 0 0d
q

x p q
x
q

q
x
q

x p
x
qt

t i
t

i
t

t i
t

�
�
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
xxt

0 > 0.  (17)

Следовательно, в окрестности ω0 в Ω=
< отображение π=

< является диффеоморфизмом. Из теоремы 1 
и свойств степени (см., например, (Рохлин, Фукс, 1977, гл. 4, § 6, № 5)) следует, что deg�=

< = 1� .  
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Отсюда уже вытекают сюръективность π=
< и нечетность числа состояний равновесия. Заметим, что это 

же рассуждение доказывает единственность равновесной цены в окрестности ω0, если � �0 =
=( )� �bW . 

Пусть теперь � �0 =
=( )� �bW , так что p qj j

0 0=  при j J∈ , card J >1, p qj j
0 0>  при j J∉  (card J  обозначает число 

элементов множества J). Тогда окрестность точки ( , )0 0ω p  в W=
< разбивается на 2 1card J −  полиэдральных 

подмножеств вида p qj j≥ , j J J� �  , p qj j≤ , j J J� �� , J J J� �� = , причем отображение π=
< продолжа-

ется до гладкого собственного отображения каждого из этих замкнутых подмножеств в Ω=
< (последнее 

из подмножеств, для которого J J+ = , т. е. p q≥  целиком отображается в Ω=
=). Ясно, что равенство (17) 

имеет место в точности для t J� �, а для t J� � имеем � �� �, = 0=
<d qt( / )� � . Более того, из (16) и вычисления 

якобиана в конце разд. 3 вытекает, что векторные поля d q pt t�=
< ( / / )� � � � �  гладки в окрестности ω0 при 

всех t J∈ , причем � �, = 0=
<d

q pt t

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� . При этом

              � �, =
0, ,

2 > 0,=
<

0

d
q p

t J
x t Jt t t

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�

�
�

�
�
�

��
�

� .
  (18)

В частности, из (18) следует, что при t J� � вектор d qt�=
< ( / )� �  не лежит в d T

pt qtπ=
<

{ = }
( ) (здесь T  

обозначает касательное пространство). Проведя индукцию по card J − (случай card J − =1 факти-
чески совпадает со случаем � �0 =

=( )� �bW ), мы видим, что ограничение π на каждое из построен-
ных выше замкнутых полиэдральных подмножеств в W=

< является диффеоморфизмом в окрестно-
сти ω0. Кроме того, из (18), (16) и аналогичной формулы для d pt�=

< ( / )� �  следует, что ограничения 
π=

< на соседние полиэдральные подмножества (т. е. подмножества I и II такие, что J J t� � �( ) = ( ) { }II I   
и J J t+ +( ) = ( ) { }II I \  для некоторого t J� �( )I ) имеют одинаковые степени. Следовательно, ограничение 
π=

< на каждое из наших подмножеств имеет одну и ту же степень d и �� �deg =
< = ( )k d, где k( )ω  —  число 

прообразов экономики ω, близкой к ω0. Поскольку уже доказано, что deg ,�=
< = 1�  отсюда следует, что 

k( ) =1ω , d = 1±  и π=
< взаимно однозначен в окрестности ω0 в Ω=

<. ■
Теорема 3. Собственное отображение �� � ��:W �  (где W�

�
�= ( )1� � ), — сюръективно, т. е. для 

всякой экономики �� ��  существует равновесная цена. Более того, deg�� �= 1 и для почти всех эко-
номик �� ��  существует нечетное число равновесий. С другой стороны, собственное отображение 
�� � ��:W �  (W�

�
�= ( )1� � ) не является сюръективным, так что deg�� = 0 и для почти всех экономик 

�� ��  существует четное число равновесий. В частности, утверждения теоремы справедливы и для 
собственных отображений �< < <:W ��  (W<

1
<= ( )�� � ) и �> > >:W ��  (W>

1
>= ( )�� � ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть �0 =
<

= 0� � �� � �  —  экономика, для которой отображение π=
< 

является диффеоморфизмом и в окрестности ω0 в Ω=
< имеем � � ��1

0 0 0( ) =( , )p  (см. теорему 2). Из 
вычисления якобианов в конце разд. 3 вытекает, что обратимость dπ эквивалентна обратимости 
dπ= (и обратимости матрицы J , см. (10) и (13)). Следовательно, π также является диффеомор-
физмом в окрестности ( , )0 0ω p  в W . Из следствия 3 вытекает, что ограничение π на подмноже-
ство { }x y  собственно. Рассмотрим в Ω подмногообразие ΩJ, задаваемое равенствами x yj j=  при 
j J l� � {1, , } . Ясно, что dim card�J lm l m J= 2� � � , а те из формул (12), для которых j J∈ , пока-
зывают, что WJ J= ( )1�� �  подмногообразие W  той же размерности lm l m J� � �2 card  (в частности, 
при J l={1, , }  имеем Ω ΩJ = =, W WJ = =; эти многообразия являются наименьшими из всех ΩJ ,  
WJ ). Воспользовавшись индукцией по l J− card  и свойствами степени (Рохлин, Фукс, 1977, гл. 4, 
§ 6, № 5), мы видим, что в окрестности ω0 в �� ограничение π на WJ  является диффеоморфизмом. 
В частности, при J �� получаем deg�| <

= 1W � . Поскольку Ω< и W< —  открытые подмножества связ-
ных многообразий �� и W− соответственно, мы заключаем, что deg deg� �| <= = 1W�

� , отображение �� 
сюръективно, и для общей экономики �� ��  число равновесных цен нечетно.

Рассмотрим теперь собственное отображение �� � ��:W � . Пусть �� � �� �>  —  экономика, для 
которой

          � � � �( )> ( ), ( ) .q y   (19)
Закон Вальраса (5) показывает, что

               � � � � � � ��p q y p q x y q y, , ,( )   (20)
для всякой равновесной цены p в ω. Противоречие между (19) и (20) означает, что в экономике ω 
не существует равновесных цен. Следовательно, deg deg� �> = = 0� , и для почти всех экономик су-
ществует четное число равновесных цен. ■



 ЭКОНОМИКА И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ     том 59     № 2     2023

80 ЗАК

Следствие 4. При α> 0 в экономике с фиксированными доходами (x = 0) существует равновесная 
цена. При этом для почти всех экономик с фиксированными доходами число равновесных цен нечетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следствие немедленно вытекает из теоремы 3 и предложения 1. ■
Замечание 8. Существование равновесия в экономиках с фиксированными доходами давно и хо-

рошо известно (см., например, более общий результат (Полтерович, 1990, теорема 2, гл. 2)). Од-
нако нечетность числа равновесных цен в общей экономике с фиксированными доходами до сих 
пор не была известна.

Замечание 9. Пусть �� ��  (т. е. x y( ) ( )ω ω , α> 0; ср. следствие 3), и пусть p —  равновесный век-
тор цен в ω, для которого p q≥ . Тогда � � � � � � �q y q x, , , причем если �= ,� �q y , то p qj j=  при y xj j> . 
В частности, если �= ,� �q y , x y< , то p q= , а если �= ,� �q x , то x y= .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно закону Вальраса (5) �= , ( ) , = , ,� � � � � � � � � � � � � � ��p q y p q y x q y p q y x 
�= , ( ) , = , ,� � � � � � � � � � � � � � ��p q y p q y x q y p q y x . Из условия вытекает, что � � � � �p q y x, 0, причем равенство имеет место, если 

и только если p qj j=  при y xj j> . Если �= ,� �q x , то � � � �q x q y, = , , т. е. q j = 0 при y xj j> . Поскольку 
для таких j выполнено равенство p qj j= , отсюда следует, что y x= . ■

Следствие 5. Предположим, что экономика �� ��  близка к экономике �0 =
=�� , для которой рас-

пределение { ( )}0xk ω  оптимально по Парето, а � � � �k kq x( ) = ( ), ( ) ,0 0 0� �  k m=1, , , причем α< ,q y . 
Тогда в ω существует единственный равновесный вектор цен p, причем p q≥  и цены p j ограниче-
ны, j l=1, , .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование вытекает из теоремы 3. При x y=  единственность была до-
казана в теореме 2. Следствие 5 вытекает из доказательства этой теоремы, следствия 3 и замечания 9. ■

Замечание 10. Более общо доказательство следствия 4.7 показывает, что для каждой экономи-
ки ��� из достаточно малой окрестности экономики �0 =

=�� , для которой распределение { ( )}0xk ω  
оптимально по Парето, а � � � �k kq x( ) = ( ), (0 0 0� �) , k m=1, , , существует не более одного равновес-
ного вектора цен p такого, что p q≥ . При этом знак якобиана det d p( , )� � отображения π в точке p 
(совпадающий со знаком det J , см. (13)) такой же, как знак deg�� (напомним, что, по теореме 3, 
deg�� �= 1).

Теорема 4. deg�� �=( 1)l . Более того, пусть �� ��  —  экономика, близкая к экономике �0 =
=�� , для 

которой распределение { ( )}0xk ω  оптимально по Парето, а � � � �k kq x( ) = ( ), ( )0 0 0� � , k m=1, , . Тогда 
при �� � � �q x, 0 в ω существует единственный равновесный вектор цен p, причем p q≥ . Если выпол-
нено одно из условий:

а) x y≤ ;
б) �k kq x� , , k m=1, , ,

то в ω существует единственный равновесный вектор цен p.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что p q  —  равновесный вектор цен в ω, и пусть 

���=
= —  экономика, для которой q q( ) =ω , x y f p p q xk k k k k( ) = = ( , , )� � � � � � , � �k kq y( ) = ,� �, k m=1, , .  

Тогда ω близка к ω0, p —  (единственный с точностью до множителя) равновесный вектор цен в ω, 
� � � � � �p y p q xk k k, = ,� , k m=1, ,  и матрица

J
f
p

f
w

yjr k

m k
j

r
k

j

k
k
r*

=1
=�

�

�
�
�

�

�

�
��

�

�
�� 

(сравни с (11)) симметрична и полуотрицательно определена в точке ( , , , , , )1p p y p ym� � � � , причем 
Ker J p* ={ } (тождество Эйлера). Таким образом, 0 —  собственное значение матрицы J * кратности 
один. Пусть

J
f
p

f
w

xjr k

m k
j

r
k

j

k
k
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(производные берутся в точке ( , , = , , , , = , )1 1 1p p q x p y p q x p ym m m� �� � � � � � � � � � � �    , сравни c (10) и (11)). 
Тогда J * получается малой деформацией из J *, а det( , )� �p d  равен детерминанту J *. Знак det J * опреде-
ляется знаком вещественного собственного значения λ матрицы J *, деформирующегося в 0 и, следо-
вательно, близкого к 0, причем кратность λ равна единице. Пусть e —  собственный вектор J *, соответ-
ствующий собственному значению λ; мы можем считать, что e близок к p. Тогда

          J e p e Jp eJ p e p* , = , = , , ,� �   (21)
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где � jr k

m k
r

k
k
j

k
j

f
w

y x= ( )
=1�
�

�
� , и следовательно

              Jp p
f
w

p y x y x
k

m
k

k
k k= = , ( ) = ( )

=1
� �

�

�
� � ���   (22)

(последнее равенство вытекает из условия агрегации Энгеля). Поскольку J  симметричная матри-
ца, Jp = 0 (это условие агрегации Курно). Из (21) и (22) следует, что

         J e p e p e y x* , = , = , .� � ��   (23)
Поскольку e близко к p и, следовательно, e > 0, при выполнении условия а) из (23) вытекает, 

что λ= , , < 0*J e p e p/ . Далее, если ′e  —  собственный вектор J , близкий к p и соответствующий 
собственному значению λ (это общее собственное значение J  и J *), то

   

� � � � � � � � �

� � �
�

��

e p Je p e J p e J p p e p

e
f
w

p y
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  (24)

Из (24) и условия агрегации Энгеля вытекает, что при выполнении условия б) �= , , < 0� � � � � �Je p e p/ .  
Итак, если выполнено условие а) или условие б), то во всех прообразах ω, для которых p q , яко-
биан π имеет один и тот же знак ( 1)− l. Из теоремы 3, следствия 5 и замечания 10 теперь вытекает, 
что при выполнении условия а) и/или условия б) в ω существует единственная равновесная цена. 
Кроме того (уже без всяких дополнительных предположений), мы доказали, что

              deg�=( 1)� l   (25)
(в теореме 3 было показано только, что deg�= 1� ).

Для доказательства теоремы 4 осталось проверить, что если �� � � �q x, 0, то p q≥ . Предположим 
противное. Из закона Вальраса вытекает, что

    Jp p p y x q x, = , = ( ).� � � �� ,   (26)
Если �� � �q x, < 0, то (26) показывает, что � �Jp p, > 0, и следовательно � � ��Je e, > 0 и λ> 0. Если 

�� � �q x, = 0, то � �Jp p, = 0, и следовательно � � �� �Je e, 0 и � � 0. Докажем, что и в этом случае λ> 0. Дей-
ствительно, если λ= 0, то � � �� � �Je e Jp p, = , = 0, и из теоремы инерции вытекает, что мы можем счи-
тать, что ′e p= . Из (22) следует, что

     0 = = = ( ).Je Jp y x� � �   (27)
Другими словами, (27) означает, что если � �� � �q x, = = 0, то y x=  вопреки тому, что �� �� . 

Итак, если �� � � �q x, 0, то
             �> 0, ( ) =( 1) ,1sign det J l� �   (28)

что противоречит замечанию 10 и уже доказанному равенству (25). Итак, если p q≥ , то �� q x, > 0. ■
Стандартный вальрасовский процесс регулирования цен (tâtonnement) заключается в повыше-

нии цен на дефицитные товары и понижении на избыточные. Этот процесс описывается диффе-
ренциальным уравнением

            dp dt E p/ = ( ),  (29)
где t —  время, а E p f p p q x y

k

m

k k k( ) = ( , ( ) , )
=1� � � ��� � �  —  функция избыточного спроса. Сходится ли 

процесс (29) к равновесной цене, зависит как от функций спроса fi и экономики ���, так и от 
начального вектора цен p0. Если сходимость имеет место при p0, достаточно близком к равновес-
ной цене, то процесс ценообразования называется локально асимптотически устойчивым, если же 
процесс сходится независимо от выбора p0, то говорят о глобальной асимптотической устойчивости.

Теорема 5. В условиях теоремы 4 или теоремы 2 единственное равновесие в экономике ω локально 
асимптотически устойчиво.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнено условие а) или б) теоремы 4, то p q  и из доказатель-
ства этой теоремы вытекает, что все собственные значения матрицы J E p= ∂ ∂/  имеют отрицатель-
ные вещественные части (в обозначениях доказательства теоремы 4 выполнено неравенство λ< 0, 
а для остальных собственных значений этот факт вытекает из условия Слуцкого и непрерывности). 
Таким образом, в этом случае утверждение теоремы вытекает из теоремы Ляпунова. Аналогично, 
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если p q≥ , J j p qj j
� �={ | }, card J � �1 (см. доказательство теоремы 2), то достаточно установить от-

рицательность вещественных частей собственных значений матрицы J E p= ∂ ∂/ . Сделать это можно 
воспользовавшись индукцией по card J − (этот метод уже был использован при доказательстве теоре-
мы 2), тем обстоятельством, что в ω0 для произвольной равновесной цены матрица J  имеет l −1 от-
рицательных собственных значений, и теоремой 4, согласно которой sign det J l=( 1)− , поскольку при 
переходе через грань любого из полиэдральных подмножеств разбиения, рассмотренного в доказа-
тельстве теоремы 2, изменяется не более чем одно собственное значение матрицы J . ■

Поскольку наша модель включает в качестве частных случаев модель экономики с фиксиро-
ванными доходами и модель чистого обмена, в общем случае нельзя ожидать единственности рав-
новесной цены или устойчивости процесса ценообразования. Однако, как и в упомянутых выше 
частных случаях, наша модель обладает указанными выше свойствами для некоторых специальных 
функций спроса.

Теорема 6. Пусть все участники имеют (нестрого) нормальный спрос (т. е. � � �f wk k/ 0, k m=1, , ),  
а функция совокупного спроса удовлетворяет условию (слабой) валовой заменимости (т. е. 
� � �f p w w pj

m
r( , , , ) 01  /  при j r≠ ). Предположим, что для экономики �� ��  выполнено одно из условий:

а) x y< ;
б) �k kq x> ,� �, k m=1, , , а спрос хотя бы одного из участников строго нормален (т. е. ∂ ∂f wi i/ > 0 

для некоторого i, 1≤ ≤i m);
аʹ) x y  и имеет место сильная валовая заменимость (т. е. ∂ ∂f pj r/ > 0 при j r≠ );
бʹ) �k kq x� � �, , k m=1, ,  и имеет место сильная валовая заменимость (условие сильной валовой 

заменимости в аʹ), б ́) можно заменить условием неразложимости матрицы ( / id)� � �f p �  при λ 0). 
Тогда в экономике ω существует единственное равновесие, являющееся к тому же глобально асимпто-
тически устойчивым.

Если вдобавок α< q x, , то утверждение теоремы в случае аʹ) остается справедливым и при y x= .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Эта теорема доказывается аналогично (Зак, 1981, теорема 4.11). Как мы 

уже отмечали при доказательстве теоремы 4, для каждой равновесной цены p в экономике ω имеем:
         ( ) = ,� �Jp y xr r

r
r�   (30)

        ( ) = ,*

=1 =1
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�� �J p

f
w

q x
k

m
k

k
k

j

l
j
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j� �   (31)

где δ j определено в конце разд. 3. По условию ( ) 0� �J jr  при j r≠ , и в случае а) формула (30) по-
казывает, что ( ) > 0−J rr  и −J  —  матрица с доминирующей диагональю, удовлетворяющая условию 
Хокинса–Саймона. Следовательно,

                J Jl� � �1 0, ( 1) > 0det   (32)
(см. (Никайдо, 1972, гл. II, теорема 6.1)). Совершенно аналогично доказывается, что (32) имеет 
место также при выполнении условия б). Докажем, что соотношение (32) выполняется и в случа-
ях аʹ) и бʹ). Действительно, предположим, что матрица J  необратима. Тогда из теоремы Перрона–
Фробениуса вытекает, что существуют положительные векторы e и ′e  такие, что J e Je* = = 0′ , так 
что e Jp e J p, = , = 0*′  вопреки (30) и (31). Таким образом, мы доказали, что в условиях теоремы 6 
имеют место соотношения (32). Из (25) вытекает, что при наших предположениях существует един-
ственное равновесие. Теорема Перрона–Фробениуса показывает, что все собственные значения 
матрицы J  имеют отрицательные вещественные части, а следовательно, единственное состояние 
равновесия в ω устойчиво. ■

Теорема 3 показывает, что какие бы ограничения ни накладывать на функции спроса, при 
�� ��  нельзя, вообще говоря, ожидать существования равновесия. Тем не менее, для некоторых 
экономик ω равновесие все же существует, и мы даже можем подсчитать количество равновесных 
векторов цен.

Теорема 7. Пусть ���=
<  —  регулярная экономика, в которой существует 2 1n+  равновесных цен  

(n≥ 0; см. теорему 2), и пусть U  —  достаточно малая окрестность ω в Ω. Тогда при �� ��� � U   
в ��  существует 2 1n+  равновесных векторов цен p qr ( ) ( )� � �� � , r n=1, ,2 1 +  и, по меньшей мере, один 
равновесный вектор цен p q( ) ( )� � �� � , причем, если ��� �, то для каждого равновесного вектора цен 
p q( ) ( )� � �� �  имеем p j ( )� ��� , j l=1, , .
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Если �0 =
=��  —  экономика, для которой распределение { ( )}0xk ω  оптимально по Парето, 

� � � �k kq x( ) = ( ), (0 0 0� �) , ���=
<  —  экономика, близкая к ω0, а ��  —  экономика, близкая к ω, то при 

�� �� �  в ��  существует единственный равновесный вектор цен p q( ) ( )� � �� � , близкий к p( )ω , а при 
�� �� �  в ��  существуют два равновесных вектора цен, а именно p q�

� � �( ) ( )� � , близкий к p( )ω ,  
и p q�

� �( )> ( )� � , все компоненты которого велики.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (10) и (13) вытекает, что ω —  регулярная экономика в Ω, а из замеча-

ния 9 —  что в ω не существует равновесных цен p q≥ . Из леммы 2 следует, что, для достаточно боль-
шого вектора P, в окрестности ω отображение �| { }W p P�   является неразветвленным (2 1)n+ -листным 
накрытием. В частности, ( )� � � �| { }

1 1( ) = ( )W p P�
� �

 , и если ��  достаточно близка к ω, то 
card( )� �| { }

1( ) = 2 1W p P n�
� � �  и соответствующие равновесные цены pr ( )��  удовлетворяют соотноше-

нию p qr ( ) ( )� � �� � , r n=1, ,2 1 + . Поскольку deg�� = 0 (см. теорему 3), ценами pr ( )�� , r n=1, ,2 1 +  
не исчерпываются равновесные цены в экономике �� , т. е. существует равновесный вектор цен 
p q( ) ( )� � �� � . Из замечания 9 и леммы 2 вытекает, что при ��� � имеем p j ( )� ��� , j l=1, , .

Предположим теперь, что ω близка к ω0. Из теоремы 2 вытекает, что в ��  существует единствен-
ный равновесный вектор цен p� �( )� , удовлетворяющий соотношению p q�

� � �( ) ( )� � , а из (25) следу-
ет, что знак соответствующего якобиана равен ( 1)− l. Пусть p q�

� � �( ) ( )� �  —  равновесный вектор цен 
в �� . Рассуждая, как при доказательстве теоремы 4, мы видим, что из условия � � � �( ) ( ), ( < 0� � � �q x )  
вытекает, что знак якобиана в точке ( , )�

�� p  равен ( 1) 1− −l  (см. (28)). Из теоремы 3 вытекает, что при 
�� �� �  существует единственный вектор p+, а при �� �� �  такого p+ не существует.

Замечание 11. Очевидно, что равновесие p− устойчиво, а равновесие p+ неустойчиво.
До сих пор мы исследовали устойчивость процесса ценообразования для экономики ��� в слу-

чае, когда в ω существует единственная равновесная цена. Мы уже отмечали, что особый интерес 
представляют экономики ���=

=, т. е. экономики, для которых y x= , α= ,q x . Согласно теореме 1 
для общей экономики ���=

= множество равновесных цен одномерно.
Ниже мы приведем результаты об устойчивости процессов ценообразовании для таких эконо-

мик (доказательства аналогичны доказательствам теорем 5 и 6). При этом мы будем пользоваться 
интерпретацией таких экономик, данной во введении: государство обязывает участника i, облада-
ющего начальным запасом yi, предложить участнику k набор продуктов yik, i k m, =1, ,  по фикси-
рованным ценам q, после чего происходит торговля всеми товарами по рыночным ценам p. Поло-
жим αi iq y= , , x y yi i i= � � , �y y yi k

m

ki ik= ( )
=1� � .

Согласно теореме 1, если распределение { }xi  близко к оптимальному по Парето, то множество рав-
новесных цен состоит из подмногообразия, диффеоморфного лучу, и нескольких дуг, а если к тому 
же стоимости предписанных государством поставок по фиксированным ценам | , |q yi∆ , i m=1, ,  
невелики, то множество равновесных цен диффеоморфно лучу. Естественно считать, что, распреде-
ляя квоты, государство пытается перевести экономику в состояние, близкое к Парето-оптимально-
му, но результирующее равновесное распределение (также Парето-оптимальное) варьируется вдоль 
равновесного луча и может отклониться от запланированного распределения { }xi . Однако по мере 
того как равновесные цены неограниченно растут, соответствующее равновесное распределение 
стремится к равновесию в экономике чистого обмена с начальными запасами { }xk , которое, при на-
ших предположениях, единственно и мало отличается от { }xk . Ясно, что при этом некоторые участ-
ники выигрывают от повышения цен вдоль равновесного луча, а другие проигрывают.

Теорема 8. Предположим, что распределение { } ={ }x y yi i i� �  близко к Парето-оптимальному и вы-
полнено одно из следующих условий:

а) начальный вектор цен p0 достаточно велик;
б) стоимости предписанных государством поставок по фиксированным ценам | , |q yi∆ , i m=1, ,  

достаточно малы.
Тогда стандартный процесс ценообразования (tâtonnement) локально асимптотически устойчив, 

а если функция избыточного спроса E p( ) удовлетворяет условию валовой заменимости, то и глобально 
устойчив.

Напомним, что стандартный вальрасовский процесс (tâtonnement) устойчив к инфляции, по-
скольку, в силу закона Вальраса, d p t p t dt d p t dt p t( ), ( = 2 ( ) , 0) / / ( ) .=  Поэтому в нашей ситуации 
можно надеяться на сходимость этого процесса, только если начальный вектор цен достаточно 
велик. Но если в модели чистого обмена естественно предположить, что ценообразующий орган 
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беспристрастен, в нашей модели государство осуществляет активную распределительную полити-
ку и правдоподобным выглядит предположение, что оно приписывает индивидуальным функци-
ям избыточного спроса некоторые веса. Это приводит к системе дифференциальных уравнений

     dp
dt

E p E p
i

m

i i= ( ) = ( ),
=1

� ��   (33)

где µi > 0, а E p f p p x q y xi i i i i( ) = ( , , , )� � � � � �� , ( p q ) —  функция избыточного спроса участника i по 
завершении плановых поставок. Представляется разумным выбрать веса µi в зависимости от вза-
имных поставок, а именно вес нетто-потребителя ( q yi, > 0∆ ) должен быть меньше, чем у нет-
то-поставщика ( q yi, < 0∆ ). Более общо, можно предположить, что вес —  убывающая функция от 
q y,∆ , т. е. если

q y q y q y q y q yi i k ik im
, , , 0 < , ,

1 2 1
� � � � �� � � � � �

�
  ,

то � � �i i im1 2
> 0� � �  и � �ia ib

�  при q y q yia ib
, ,� �� .

При указанных выше условиях для функции E pµ( ) соотношение Вальраса не выполняется, и на 
траекториях нашего процесса ценообразования цены растут: d p t p t dt( ), ( > 0) / . В общем случае 
линейная система dp dt E p/ = ( )µ  не имеет устойчивых решений в окрестности равновесных цен, 
но если распределение { }xi  близко к Парето-оптимальному, а p достаточно большой равновесный 
вектор цен, то  E pµ( )  мало.

Теорема 9. Предположим, что все участники имеют нормальный спрос, удовлетворяющий усло-
вию валовой заменимости. Тогда процесс ценообразования (33) глобально устойчив, длина вектора 
p t( ) неограниченно возрастает, а нормализованный вектор цен сходится к решению системы уравне-
ний 

i

m

i i i if p p x x
=1

( ( , , ) ) = 0� � � �� . Если распределение { }xi  близко к Парето-оптимальному или все веса 
µi близки к 1, то предельный нормализованный вектор цен близок к равновесному вектору цен в модели 
чистого обмена с начальными запасами { }xi , который, в свою очередь, является пределом нормализо-
ванных равновесных векторов цен в нашей модели.

Отметим, что поскольку функции спроса однородны степени ноль, наши результаты в случае 
x y= , q x, =α было бы более естественно формулировать, используя проективное пространство 
цен, в котором бесконечно удаленная гиперплоскость параметризует равновесные цены в эконо-
миках чистого обмена.

Отличие нашей модели от модели чистого обмена состоит в том, что в последней индивидуальные 
функции избыточного спроса E pi ( ) удовлетворяют закону Вальраса, и для взвешенной функции из-
быточного спроса d p t dt p E p ( ) = 2 , ( ) = 02 / ,� ��

 т. е. евклидова длина вектора цен постоянна вдоль 
траектории. В нашей же модели разумный выбор весов приводит к эндогенной инфляции, связан-
ной с процессом ценообразования, темп которой зависит от весов µi и нетто-поставок ∆yi по твер-
дым ценам. Теорема 9 показывает, что при определенных условиях этот тип инфляции может играть 
положительную роль, помогая (хотя бы приблизительно) сбалансировать рынок.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

События последнего времени поубавили рыночного оптимизма у экономистов. На фоне ужесто-
чающихся социальных, экономических, экологических и политических ограничений во многих стра-
нах возрастает государственное вмешательство в ценообразование и распределение ресурсов. В насто-
ящей работе исследована модель, в которой часть товаров в пределах квот распределяется по жестким 
ценам, а оставшиеся товары продаются по рыночным ценам, по которым можно также перепродать 
квотированные товары. При определенных значениях параметров эта модель включает классические 
модели чистого обмена и фиксированных доходов, причем в последнем случае удается получить и но-
вый результат. Подробное исследование существования и свойств равновесий в зависимости от пара-
метров модели показывает, что пространство параметров разбивается на области, в некоторых из кото-
рых модель ведет себя по классическому сценарию (в общей экономике нечетное число равновесных 
цен, в окрестности Парето-оптимального распределения имеется единственное равновесие, устойчивое 
к tâtonnement, и т. д.), а в других свойства равновесий необычны (в общей экономике число равновесий 
четно, а в окрестности Парето-оптимальной имеется два равновесия, одно из которых устойчиво, а вто-
рое нет). Необычны также свойства равновесий в случае полного рационирования с учетом доходов по-
требителей —  в этой ситуации множество равновесий в общей экономике одномерно, а при некоторых 
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предположениях процесс ценообразования сходится, но приводит к неограниченному росту цен (эн-
догенной инфляции).

В данной работе мы сосредоточились только на распределении продуктов, производство не рас-
сматривалось. Кроме того, модель статична. С одной стороны, эти ограничения позволили доволь-
но полно исследовать качественные свойства равновесий, но с другой  — удалили модель от реаль-
ной экономики. Учитывая возрастающий дефицит ряда ресурсов и распространяющиеся попытки 
ввести рационирование и ограничить цены, а также необычные свойства состояний равновесия, 
выявленные в настоящей работе, представляется целесообразным продолжить исследование этого 
круга вопросов как на модельном уровне, так и на основе изучения опыта использования инстру-
ментов рационирования и ограничения или субсидирования цен в разных странах.
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Abstract. In recent years, state control of the economy has increased in many countries. A number of 
states try to influence prices in key areas of economy, in particular by selling resources at fixed prices 
within given quotas. However, in real economies the governments cannot prevent economic agents 
from reselling rationed goods at the free market. The study of impact of rationing on the market prices 
is a difficult and challenging problem. In the present paper we consider an equilibrium model in which 
part of the goods within the limits of quotas is sold at fixed prices while the remaining goods are sold at 
market prices; the goods bought at fixed prices can also be resold at market prices. Economy depends 
on parameters, viz. total resources, incomes of the participants, quotas, and fixed prices. For special 
values of parameters, this model reduces to pure exchange and fixed income models and, in a sense, is 
a combination of these models. Basing on known properties of these special cases and using techniques 
of elementary differential topology, we study the existence of equilibria and their properties. Depending 
on the values of parameters, a (sufficiently general) economy may have a finite (even or odd) number of 
equilibria, and in an important special case when total resources are subject to rationing and the total 
cost of allocated quotas coincides with the total income of the participants the equilibria form a one-
dimensional manifold. We consider a generalized tâtonnement process and study its convergence under 
certain assumptions. It is shown that in our setup convergence of tâtonnement to an equilibrium may 
involve endogenous inflation.
Keywords: deficit, rationing, quotas, demand functions, market, equilibrium, Walras correspondence, 
tâtonnement, inflation.
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